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1 チューリング機械
1.1 チューリング機械とは
チューリング機械はAlan Turing1 が 1936年に発表した彼の論文のなかで定義し
た抽象的な機械で，“計算”のもつ機械的な性質に着目して考えだされた．チューリ
ング機械は現在のコンピュータの思想的な源の一つである．

テープ
ヘッド

本体

6

1. チューリング機械M は，本体とテープ及びテープから記号を読んだり書いた
りするヘッドからなっている．

2. テープは両側に無限に延びていて，ます目に区切られている．また各マス目に
はあらかじめ定められた有限個の入力アルファベット記号（空白記号を含む）
を一つだけ書くことができる．

3. 空白記号以外の記号が書かれているマス目は有限個である．

4. 本体は各瞬間に有限種類の状態のうちのいずれか１つの状態をとる．

5. M は各瞬間にヘッドの下にあるテープのます目に書いてある記号を読みとっ
て本体へ送り，本体の現在の状態と送られてきたテープ記号に応じて，本体の
状態を他に変えて（同じ状態のままでもよい）ヘッドが見ているマス目の記号
を書き換え（書き込む記号は入力アルファベット記号の中から選ぶ．同じ記号
で書き換えてもよい），ヘッドを１ます分左に動かすか，右に動かす．

５で述べたような，現在の状態 s とテープ記号 ai に対し，次の瞬間の状態 t に変
え，テープ記号を aj に書き換え，ヘッドの移動m（mは L(左)またはR(右)）を行
う規則を (s, ai; ak,m, t) と表現し，このチューリング機械の基本操作と呼ぶ．実行
したい計算により，基本操作を定める．記号や状態の集合はいずれも有限であった
から，基本操作の取り方も高々有限個である．
本体の動作は初期状態と呼ばれる状態からヘッドをテープ上の指定されたます目
に置いて開始し，停止状態と呼ばれる状態になったとき停止する．停止状態は複数
あってもよい．

1http://www.turing.org.uk/turing/

1



例 1.1 テープ記号が 1,X,b (bは空白記号)で s1, s2, s3, hを状態としてもち，基本
操作を次のように定めたチューリング機械を考える．但し，s1が初期状態で hを停
止状態とする．

(s1,1;1, R, s1), (s1,X;X, R, s2), (s1,b;b, R, s1),

(s2,1;b, R, s2), (s2,X;b, L, s3), (s2,b;b, R, s2),

(s3,1;1, L, s3), (s3,X;X, R, h), (s3,b;b, L, s3)

このチューリング機械に次のテープを指定されたヘッドの位置から動かしてみ
よう．

s1

6
X 1 1 1 X b b b b b b b b b b b

(s1,X;X; R, s2)であるから，読んでいる記号Xはそのままで，本体の状態を s2に
変えて，ヘッドを右に移す．

s2

6
X 1 1 1 X b b b b b b b b b b b

(s2,1;b, R, s2)であるから，読んでいる記号 1を bに書き換え，本体の状態は s2

のままで，ヘッドを右に移す．

s2

6
X b 1 1 X b b b b b b b b b b b

以下２ステップ同じように動く．

s2

6
X b b 1 X b b b b b b b b b b b

s2

6
X b b b X b b b b b b b b b b b

(s2,X;b, L, s3)であるから，読んでいる記号Xをbに変え，本体の状態を s3に変
えて，ヘッドを左に移す．
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s3

6
X b b b b b b b b b b b b b b b

(s3,b;b, L, s3)であるから，読んでいる記号 bはそのままで，本体の状態も s3の
まま，ヘッドを左に移す．

s3

6
X b b b b b b b b b b b b b b b

以下２ステップ同じように動く．

s3

6
X b b b b b b b b b b b b b b b

s3

6
X b b b b b b b b b b b b b b b

(s3,X;X, R, h)であるから，読んでいる記号Xはそのままで，本体の状態を hに
変えて，ヘッドを右に移す．状態 hは停止状態であるのでチューリング機械は停止
する．

h

6
X b b b b b b b b b b b b b b b

注意:チューリング機械はかならず停止するわけではない．例えば，上の例とおな
じチューリング機械に次のテープを与え動作させると停止しない．

s1

6
b 1 1 1 X b b b b b b b b b b b

問題 1.2 停止しないことを確認せよ．
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問題 1.3 次の基本操作を持つチューリング機械に下のテープをかけて動作を開始さ
せるとテープ上にどんな記号を書き込んで停止するか，停止したときのヘッドの位
置と停止したときにテープ上に書かれている記号を書け．但し，s1は初期状態，h

は停止状態とする．
(s1,X;b, R, s2), (s2,1;b, R, s3), (s2,X;X, R, s6),

(s3,1;1, R, s3), (s3,X;X, R, s3), (s3,b;1, R, s4),

(s4,b;1, L, s5), (s5,b;b, R, s2), (s5,1;1, L, s5),

(s5,X;X, L, s5), (s6,b;X, L, h), (s6,1;1, R, s6)

s1

6
X 1 1 X b b b b b b b b b b b b

1.2 チューリング機械のシミュレータ作成
チューリング機械のシミュレータはいろいろ作られているが，ここではBYOBの
リストを利用したシミュレータを作成する．チューリング機械の動作を考えながら
以下の手順を確認してほしい．なお，作成の詳細は BYOBで作るチューリング機械
シミュレータ http://herb.h.kobe-u.ac.jp/tmsimulator/byob/index.htmlを参照して
欲しい．また，リストを利用したシミュレータでは，簡単のため状態記号は文字一
つで表すことにする．

1. BYOBを起動する．

2. 「リストを作る」で３つのリストを作成し，それぞれ本体，テープ，基本操作
と名前を付ける．
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3. 本体が読んでいるテープの位置を表す変数と基本操作を探すための変数を作
成する．名前はテープ位置と基本操作位置とする．変数は隠しておく．
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4. 本体の１番目の文字が本体の状態を表すことになるが，可読性をよくするため
ブロックを作成して「本体の状態」で使えるようにする．ブロックの作成は変
数カテゴリー内の最後尾にあるボタン「ブロックを作る」をクリックする．レ
ポーター型を選び，「本体の状態」と名前を付ける．

5. 「report 本体の１番目」とすることで，ブロック「本体の状態」は本体の１番
目を表すことになる．
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6. 変数やリストのブロックで変数名やリスト名を変えるには▼の部分をクリッ
クすると定義済みの変数やリストに変更できる．

7. ヘッドの位置は変数「テープ位置」に記憶するので，ヘッドが見ている文字は
「テープのテープ位置番目」で表すことができる．これも見やすくするために
レポータ型のブロックで「ヘッドの見ている文字」を作る．（カテゴリーはリ
ストにする．）
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8. 求める基本操作を見つけるために基本操作のリストを順番に探していくが，着
目している基本操作は変数「基本操作位置」に記憶するので，着目している基
本操作は「基本操作の基本操作位置番目」で表すことができる．これもわか
りやすくするためレポータ型のブロックで「着目している基本操作」を作る．
（カテゴリーはリストにする．）

9. 次の準備と本体のスクリプトの作成のときに同じブロックを何度も組み立て
るのであらかじめよく使うブロックを作成しておいてそれを複製するように
すると便利である．
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10. 本体の状態と見ているテープ記号に一致するかどうか（今着目している基本操
作の１番目の文字が本体の状態と一致しかつ２番目の文字がヘッドが見ている
テープの記号と一致するかどうか）判定する述語をブロックエディタで作る．
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11. 「ブロックを作る」ボタンをクリックする．述語型で名前は「探している基本
操作」にする．

12. report部分にさきほど組み立てたブロックを入れる．
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13. スクリプトは本体の状態と現在見ているテープ記号にマッチする基本操作を
探し，見つけたらその基本操作の定義に従って動作するようにする．また，本
体の状態が停止状態（ここでは hを停止状態としている）になったらスクリプ
トをストップする．
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14. 最初にテープの位置と基本操作の位置を１にし本体の状態を初期状態にする．

15. 本体の状態が停止状態（ここでは h）になるまでスクリプトは繰り返される．
探している基本操作が現れるまで基本操作を探す．探している基本操作が見
つかれば以下のことを行う．
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16. 探している基本操作なので，その後に書かれている情報を読んでテープの書
換，ヘッドの移動，状態の遷移を行う．テープ位置の文字を基本操作で指定さ
れる文字に書換し，テープのカーソル位置をヘッドの移動に応じて 1増減し，
最後に本体の状態を書き換えて基本操作の位置を先頭に戻す．なお，テープ位
置が右端や先頭にある場合には，それぞれヘッドを右や左に動かす場合そこに
は空白文字があると考えるので，空白記号の bを挿入する．
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17. BYOBではリストは縦にのびるのでテープ上の記号の遷移を確認しやすいと
はいえない．テキストを表示するブロックを使うとテープ表示が見やすくな
る．具体的には，リストをテキスト化するブロックとテキストを言うブロック
を組み合わせる．
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実行例

1. 次の基本操作は与えられた数を 3で割ったときの余りを求めるものである．た
だし，ここでは自然数 nを表すために 1を n+1個並べた文字列をとることに
する．
s1bRu

u11Rv

v11Rw

w11Ru

ubbLx

x1bLx

xb1Rh

vbbLy

y1bLy

yb1Rz

zb1Rh

wbbLp

p1bLp

pb1Rq

qb1Rr

rb1Rh

実行例はテープに 7（1が 8個）を書き込んでいる．
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2. リストの要素はテキストファイルから読み込むことができるので，上記の基本
操作をファイルに書いておいて読み込んでも良い．
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3. スタートをクリックすると次のようにテープに 1を 2個残して状態が停止状態
で停止する．これは 7を 3で割ったときの余りが 1であることを表している．

問題 1.4 問題1.3で定義したチューリング機械を実際に作成したシミュレータで実行
せよ．ただし，状態名は添字を使用せずに，適当な文字を与えよ．（全く異なる文字に
すると間違え易いので，初期状態だけ sにして後の状態は添字の番号を状態として使
うようにすると間違いが少ない．例えば，(s1,X;b, R, s2)は sXbR2, (s2,1;b, R, s3)

は 21bR3などどする．）

次に自然数上の関数を計算するチューリング機械を定義することを考える．Nを
自然数の集合2とし，ϕをN上の ℓ変数関数とする．
この授業ではテープ記号に 1があると仮定して自然数を 1の有限列として表すこ
とにする．具体的には自然数 x のテープ上の表現 x はテープ記号 1 が x + 1個ひ
きつづいたます目に書かれていることで表されるものとする3．M に x1, x2, · · · , xℓ

を記入したテープをかけ，初期状態から動作を開始させると，有限時間内にテープに
ϕ(x1, · · · , xℓ) を書き込んで停止するとき，ϕは M によって計算されると定義する．
このことをふまえて，自然数の足し算を計算するチューリング機械M+ を定義
する．テープ記号の集合を {1,b}とする．bは空白を表す記号とする．状態の全体
は {h, s1, s2, s3}とする．

20は自然数であるとする．
3x個とすると 0が表されないので，x + 1個で表すことにする．
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x と yをたしたいとき，テープ上には記号 bをはさんで， xすなわち x + 1個の
連続した 1と y すなわち y + 1個の連続した 1を記入し，他のます目には b の書か
れたテープが与えられるものとする．たとえば，2 + 3 を計算したいときには次の
ようなテープがかけられる．

6
1 1 1 b 1 1 1 1 b b b b b b b b

計算の手続きは，テープ上の xby に対し， x の左側から 1を順次 y の右側に
移し，全部移し終わったところで 1をひとつ消して（自然数 xを表すのに x + 1個
の 1で表すので 1個余分になるので消して）停止する，というものにする．そのた
めに，このチューリング機械の基本操作を次のように定める．
状態 hとなったら，このチューリング機械は停止する（停止状態）．計算は，状
態 s1 でスタートすることにする（初期状態）．そこで，

(s1,1;b, R, s2), (s2,1;1, R, s2), (s2,b;b, R, s3), (s3,1;1, R, s3)

(s3,b;1, L, s4), (s4,1;1, L, s4), (s4,b;b, L, s5), (s5,1;1, L, s5), (s5,b;bR, s1)

と定めれば，xbyの xは yの右側にすっかり移され，s1の状態で bを読み込むこと
になる．従って

(s1,b;b, R, s6), (s6,1;b, R, h)

とすればよい．以上では，状態 s1でbを読み込んだ場合が抜けている．本質的には
この場合は定義されてなくても良いが，すべての可能な基本操作は定義しておくこ
とにするならば，この場合は

(s1,b;b, R, s1)

とすると，スタート時に，ヘッドが xbyの xの先頭より左にセットされている場合
でも，正常に動作することになる．

Remark 加算を行うチューリング機械として，最初の 1をbに書き換えて，間の
bを 1に書き換え，最後に端の 1を 1個 bに書き換えて停止するというものでもか
まわない．ただし，もう少し複雑なものを考える時には役にたたない方法である．

問題 1.5 上記の加算のチューリング機械をシミュレータで実行して動作を確認せよ．

基本操作は，しばしば，次のような図であらわされる．このような図は状態遷移
図とよばれる．
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問題 1.6 問題 1.3で定義したチューリング機械の状態遷移図を書け．

n個の自然数の組 (x1, · · · , xn)のテープ上の表現 (x1, · · · , xn)は x1bx2b · · ·bxnで
あると約束する．

問題 1.7 自然数上の１変数関数 S(x) = x + 1を計算するチューリング機械を作り，
BYOB上のシミュレータで動作を確認せよ．（以下の問題でも同様に確認せよ．）

問題 1.8 (x1, x2, x3)が書かれたテープの 1の左端にヘッドをセットすることにす
る．このとき x3の左端の 1で止まる（すなわち間にある bを２個読んで停止する）
チューリング機械を作れ．

問題 1.9 上の問題のチューリング機械を参考にして，ϕ(x, y, z) = yを計算するチュー
リング機械を作れ．

問題 1.10 問題 1.3で定義したチューリング機械は，Xの間に挟まれた 1の２倍の
数の 1を書き込んで停止する．これを参考にして，ϕ(x) = 2xを計算するチューリ
ング機械を作れ．

問題 1.11 自然数上の２変数関数 f(x, y)を次のように定義する．

f(x, y) =

{
x if xは偶数
y if xは奇数

f(x, y)を計算するチューリング機械を作れ．
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問題 1.12 自然数上の２変数関数 f(x, y) = x·− yを次のように定義する．（0は自然
数としている．）

x·− y =

{
x − y if x ≥ y

0 if x < y

f(x, y)を計算するチューリング機械を作れ．作成したチューリング機械に対して，
以下の二つのテープに対して動作を確かめよ．（但し，sは初期状態とする．）

s

6
1 1 1 1 b 1 1 b b b b b b b b b

s

6
1 1 b 1 1 1 b b b b b b b b b b

ヒント：xと yから１つずつ 1を消すとよいのであるが，xが先に消える場合と y

が先に消える場合があるので，その判定をどうするか考える．

問題 1.13 Σ = {0, 1}とする．Σ上の有限列（0と 1からなる有限列）が与えられた
とき，それが回文であるかどうか判定するチューリング機械を作れ．
ヒント：どうなったら回文であるとわかるか考える．長さが偶数の場合と奇数の
場合があるのでその処理をどうするか考える．判定の表示の仕方はいろいろある．
例えば，停止状態を２種類用意して（h1, h2とする），h1で停止したら回文で，h2で
停止したら回文でないように作るか，あるいはテープ上に 1を１つだけ書き込んで
停止したら回文で，0を１つだけ書き込んで停止したら回文ではないとすればよい．

チューリング機械の定義では非常に単純な能力しか考えていないが，実際にはチュー
リング機械の潜在能力は十分に大きく，テープの数を増やすなどして能力をつけ加
えてたとしても，本質的な能力は全く増えないことがわかる．従って，ある問題が，
コンピュータによって（原理的に）解けるか否かを議論するためには，チューリン
グ機械の能力の限界をさぐれば十分であることがわかる．

1.3 チューリング機械の数学的定義
チューリング機械は数学的には次のように定義される．

定義 1.14 以下の条件を満たす体系M = (Q, Γ, δ, s,H)をチューリング機械という．
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1 Qは状態の有限集合

2 H ⊆ Qは停止状態の集合

3 Γはアルファベットの有限集合で空白記号 bを含む

4 δ : (Q\H) × Γ −→ Γ × {L,R} × Q

5 s ∈ Qは初期状態

遷移関数 δは，グラフ4を考えれば，基本操作の有限集合である．（以下，δのグラ
フを∆と書き，関数 δの代わりにしばしば用いる）δが関数であることから，∆に
属する任意の基本操作

(s1, a1; α1, β1, γ1)と (s2, a2; α2, β2, γ2)

に対し，(s1, a1) = (s2, a2)ならば (α1, β1, γ1) = (α2, β2, γ2)である．これはM の基
本操作が，状態と読み込まれたテープ記号から唯一に定まることを意味している．

Remark:この性質はチューリング機械の決定性と呼ばれる．この性質をもたないも
の，すなわち基本操作が，状態と読み込まれたテープ記号から唯一に定まらず，２
つ以上の異なった動作をすることもありうるものもチューリング機械の仲間に加え
て，これを非決定性チューリング機械と呼ぶ．非決定性チューリング機械も考慮に
入れるときは，決定性を持つチューリング機械を決定性チューリング機械と呼ぶ．

次にチューリング機械による“計算”を形式的に定義するために，チューリング
機械M の計算過程なるものを定める．
チューリング機械においては有限回のステップの間に眺めたり書き換えたりする
ことのできるます目の総数は有限であるから，最初に与えられるテープ上に書かれ
ている空白記号以外の記号が有限であったので，テープ上で空白記号以外の記号が
書かれているます目は常に有限個である．従って，テープをΓの要素の有限列とし
て表すことができる．このことを念頭に以下のような定義をする．

定義 1.15 Γの要素とQの要素を有限個並べた列でQの要素をただ１個だけ含む記
号列をチューリング機械M の時点表示という．時点表示からQの要素を取り除い
た記号列を，時点表示から得られるテープ表示という．

BYOBで作成したチューリング機械シミュレータでスプライトの吹き出しに現れ
るのは各時点におけるテープ表示である．シミュレータのスクリプトの最後を次の
ように修正すると，時点表示がスプライトの吹き出しの中に現れる．

4関数 f : X → Y のグラフとは集合 {(x, y) ∈ X × Y | y = f(x)}のことである．
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Γの要素の有限列全体の集合（空列も含む）をΓ∗で表すことにすると，時点表示
は τqτ ′(τ, τ ′ ∈ Γ∗, q ∈ Q)と表される．
時点表示 a1a2 · · · ai−1qai · · · anはテープ

a1a2 · · · an

に対して，チューリング機械が状態 qで aiの書かれているます目を眺めていること
だと解釈すると，時点表示によりチューリング機械の各時点での様子を表している
と考えられる．この解釈のもとでは，時点表示α, βに対し，空白記号の有限列 b 1, b 2

が存在して，αb 1 = βb 2となるとき，時点表示α, βは同じ状況を表していると考え
られるから，この二つを同一視し，α ∼ βで表すことにする．（但し，記号列として
は異なることに注意すること．）

定義 1.16 α, βがMの時点表示で，αの状況がMの基本操作によりβにかわるとき，

α →M β

と書き，Mの計算状況という．すなわち，Mの計算状況はつぎの４条件により定義
される．

1 時点表示αが τ1a
′saτ2であるとき，(s, a; a′′, L, s′) ∈ ∆M ならば

α →M τ1s
′a′a′′τ2はM の計算状況である．

2 時点表示αが saτ2であるとき，(s, a; a′′, L, s′) ∈ ∆M ならば
α →M s′ba′′τ2はM の計算状況である．

3 時点表示αが τ1saa′τ2であるとき，(s, a; a′′, R, s′) ∈ ∆M ならば
α →M τ1a

′′s′a′τ2はM の計算状況である．

4 時点表示αが τsaであるとき，(s, a; a′, R, s′) ∈ ∆M ならば
α →M τa′s′bはM の計算状況である．

条件２と条件４より与えられたテープ表示の外側には空白記号が並んでいると解釈
できる．混乱の恐れがない限り，→M は単に→で表すことにする．
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例 1.17 例 1.1で与えたチューリング機械と与えられたテープに対し，最初の 6ス
テップの計算状況は以下のようになる．

s1X111X → Xs2111X → Xbs211X → Xbbs21X → Xbbbs2X → Xbbs3bb → Xbs3bbb

BYOBのチューリング機械シミュレータで，「計算状況」というリストを作成し次
のようなブロックを初期設定の部分と最後に追加すると計算状況がリストに現れる．

例 1.1のチューリンング機械に適用すると以下のように表示される．（ただし，初期
状態は s，他の状態は添字の数字，停止状態は hで表している．）

問題 1.18 問題 1.3で定義したチューリング機械と与えられたテープに対し，最初
の 10ステップの計算状況を書け．

定義 1.19 以下の条件を満たすような，時点表示の有限列 α0, · · · , αnをチューリン
グ機械M = (Q, Γ, δ, s,H)による計算過程という．

1 αi−1 → αi (i = 1, 2, · · · , n)

2 α0は sτ の形をしている．

3 αnはτ1hτ2 (h ∈ H) の形をしている．
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定義の内容から明らかなように，計算過程はテープの左端（そこから左側には空
白記号しかないところ）のます目にヘッドをセットし，初期状態でMをスタートさ
せると，順次基本操作を繰り返して，停止状態となって停止するまでの経過を記述
したものである．チューリング機械のシミュレータの計算状況のリストは計算過程
そのものである．
前にも述べたが，自然数上の関数が計算される過程は，この計算過程を用いて，き
ちんと述べることができる．

定義 1.20 ϕ(x1, · · · , xn)を自然数上の関数とする．チューリング機械M = (Q, Γ, δ, s,H)

がϕを計算するとは，任意の自然数の組 (x1, · · · , xn)に対して，時点表示 s(x1, · · · , xn)で
始まり，hϕ(x1, · · · , xn)(h ∈ H)に同値な時点表示で終わる計算過程が存在するとき
をいう．

定義 1.21 関数 ϕは，ϕの値を計算する適当なチューリング機械を定めることがで
きるとき，（チューリングの意味で）計算可能であるという．

1.4 万能チューリング機械
万能チューリング機械とは，あらゆるチューリング機械の動作をまねるように
組み立てられているものである．ここではチューリング機械のアルファベットの
集合はすべて共通とし，例えば Γ = {b, 1, X}とする．また，状態記号の集合Qも
s1, s2, · · · , sn, · · · の有限部分集合とする．
万能チューリング機械は次のように定義される：まず，任意のチューリング機械

M = (Q, Γ, δ, s,H)に対し，Mの構造についての情報をΓ = {b, 1, X}の記号列 pMq
としてテープ上に表現する方法を定める．万能チューリング機械 U は，pMqとM

に与える入力列 σを見て，pMqを解読し，M の基本操作に相当する動作をし，計
算を進める．最後にUはMの停止状態に相当する動作をして停止する．従って，U

はMが動作中にテープに書く記号列に相当するものを同じように書いており，停止
時に U のテープを見ることでM の計算結果を知ることができる．

定理 1.22 (停止問題の判定不能性) 任意のチューリング機械M と任意の記号列 σ

に対して，M が σを入力として行う計算が停止するか否かを判定するチューリング
機械は存在しない．

24



この定理より，任意のプログラムに任意のデータを与えて実行した時にそれが停止
するかどうかを前もって判断するプログラムは原理的に存在しないことになる．

定理 1.22の証明：任意のチューリング機械M と任意の記号列 σに対して，pMqと
σを入力として与えたとき，M が σを入力として行う計算が停止するか否かを判定
するチューリング機械 T0が存在したとする．このとき，次のようなチューリング機
械 T1を作成する．T1は pMqとM の入力列 σを入力として受け取り，T0と同じ動
きを行う．T0が計算が停止すると判定したときは，T1は停止せずに無限に計算を続
け（何を読んでも右に動くようにする），T0が計算が停止しないと判定したときは，
T1は停止するようにする．
次に T1を用いてチューリング機械 T を次のように作成する．T は pMqを入力と
して受け取ると，pMqのコピーをテープ上に作成して，T1の基本操作をそのまま行
う．T1は pMqと pMqをMへの入力としたときの動きをシミュレートする．すな
わち，M に入力 pMqを与えたときの動きを行い，上で定義したように停止するか
あるいは停止せずに無限に計算を続ける．

T に自分自身のコード pTqを与えた時，T は停止するかあるいは無限に計算を続
けるか考える．T に自分自身のコード pTqを与えたとき停止するとする．このとき
T の定義より，T1は pTqを受け取って計算を行い停止する．従って，T1の定義よ
り，T に pTqを与えて実行すると停止しないことになるが，これは仮定に反する．
一方，T に自分自身のコード pTqを与えたとき停止しないとすると，T1は pTqを
受け取って計算を行い続け停止しない．従って，T に pTqを与えて実行すると停止
することになるが，これも仮定に反する．

T に自分自身のコード pTqを与えた時，停止するとしても停止しないとしても，
いずれにしても矛盾する．これは，任意のチューリング機械Mと任意の記号列 σに
対して，M が σを入力として行う計算が停止するか否かを判定するチューリング機
械 T0が存在すると仮定したことによる．よって，任意のチューリング機械M と任
意の記号列 σに対して，M が σを入力として行う計算が停止するか否かを判定する
チューリング機械は存在しない．
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2 BYOBで計算可能な関数
“計算可能な関数”というと一番わかりやすいイメージはそれを計算するプログラ
ムがあるということである．関数型言語やCなどを使って計算可能性を議論してい
る文献として [1, 2]などがあるが，ここではBYOBで計算できる関数を定義する5．
BYOBの機能はたくさんあるのでそれらを何でも利用していいとなると議論が面倒
になるので，ここでは機能を制限することにする．

2.1 再帰的構造とBNF記法
次の節でBYOB関数ブロックを再帰的定義を用いて定義するが，その構造がやや
複雑なので，最初にやさしい例で再帰的定義を説明する．
次のR1から R3は hogeという性質をもつ 0と 1からなる有限列の全体を定義する
ものである．
R１　 1 は hogeである．
R２　 T1と T2が hogeのとき，0T1T2も hogeである．
R３　以上によって，hogeとわかるもののみが hogeである．
どのような 01有限列が hogeの性質をもつか考えてみよう．まず最初に hogeとわ
かるのは， R１より 1である．この段階で 1が hogeであることがわかったので，
R２の T1と T2として，1を適用することができる．従って，011が hogeであるこ
とがR2よりわかる．この段階で，1と 011が hogeであることがわかった．次にR

２の T1と T2として，1と 011のいずれかをとることにより，新たに 01011,,00111,

0011011がhogeであることがわかる．この段階で5個の01有限列1,011,01011,00111,

0011011が hogeであることがわかる．同じように続けると，次の第３段階では新た
に 52 − 4 = 21個の新しい hogeが生成される．この操作を続けることで，hogeが生
成されていく．最後にこの操作で生成されないものは，hogeではないことがR３に
よってわかる．
次のBYOBプログラムを実行すると，第４段階までの hogeをすべて生成するこ
とができる．

5BYOBの特徴からすると λ計算的に計算可能性を議論するのが本来の姿かもしれないが，ここ
では whileプログラム的に考えることにする.
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問題 2.1 実際にBYOBで上記のスクリプトを作成して実行せよ．なお，変数として
stage, length, pre, i, j リストとして treesを作成している．preの役割は，
重複して同じ hogeを生成しないためである．

上の定義では，余計な先入観が入らないように hogeとしたが，ここで hogeとよ
ばれた記号列は以下のように解釈することで，全２分木 (full binary tree)とよばれ
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る構造をもつことがわかる．

1には ，0T1T2には という図形を対応させる．

この対応により，例えば 00111には , 0011011には

が対応する．一般に再帰的定義は R1,R2,R3のような書き方が使われるが，プログ
ラミング言語のように一度にたくさんの概念を定義する場合は BNF記法あるいは
BNF記法を拡張した EBNF記法が用いられる．例えば最初に定義した hogeは，
〈hoge 〉::=1 | 0〈hoge 〉〈hoge 〉
と１行で表される．ここで『＊＊::=××』は『＊＊とは××である』と読み、縦棒
『|』は『か』とか『または』と読む．従って，この通り読むと，「hogeとは 1である
か，あるいは 0のあとに hogeと hogeをつないだものである」となる．
左辺に現れる概念を，右辺で定義しようとするが，その中に定義しようとするものが
現れている．循環論法のように見えるが，実際は上で確認したように右辺に現れた
hogeは「すでに hogeとわかているもの」と解釈しているので循環論法にならない．

問題 2.2 ２分木を次のようにBNF記法で定義する。
〈２分木 〉::=1 | 0〈二分木 〉| 0〈二分木 〉〈二分木 〉
この定義で２分木とわかるものを第２段階まで書き出せ．また，二分木を生成する
プログラムをBYOBを用いて作成せよ．

2.2 BYOB関数ブロック
以下のように同時並行的にBYOB関数ブロックを定義する．

1. 式とはレポーター型のブロックで次のように再帰的に定義する．
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ここで funcは関数ブロックで後で定義される．

2. ブール式は述語型のブロックで次のように再帰的に定義する．

3. プログラムはコマンド型のブロックで次のように再帰的に定義する．それぞ
れ代入文，複合文，条件文，until文とよぶ．

4. 関数ブロックはレポーター型のブロックで次のように定義する．
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ブロックの作成は変数カテゴリー中にある「ブロックを作る」で行い，レポー
ター型のブロックとして作成する．ブロック名は自由である．また，ブロック
内では仮引数用の変数として x1,x2,...,xn，出力変数として aを用い，aの値を
reportすることにする．なお，スクリプト変数6は a以外にも自由に使えるも
のとする．

定義 2.3 ϕ(x1, · · · , xn)を自然数上の関数とする．関数ブロック がϕを
計算するとは，任意の自然数の組 (k1, · · · , kn)に対して， がϕ(k1, · · · , kn)

の値を報告するときをいう．ただし，実際の BYOBでは扱える数に上限があるが，
ここではいくらでも大きい数が扱えるものとして考える．

定義 2.4 関数 ϕは，ϕの値を報告する適当な BYOB関数ブロックを定めることが
できるとき，BYOBで計算可能であるという．また，そのBYOB関数ブロックは
関数 ϕを計算するという．

例 1 plus(a, b) = a + b はBYOBで計算可能である．

6BYOBではグローバル変数もスクリプト変数もいずれも変数は常に初期値として 0が与えられ
る．
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とすると，例えば (5, 8)に対し次のように plus(5, 8) = 13を報告する．

例 2 mult(a, b) = a ∗ b はBYOBで計算可能である．

plusを計算する関数ブロックの定義中の x1+x2を x1*x2にすればよい．

上記の例は最初から式に+や*があるので，BYOBで計算可能であるのは当たり前
であるが，他にどのような関数がBYOBで計算可能であるかということについては
次章の帰納的関数において述べることにする．

3 帰納的関数
3.1 値の計算できる関数
ここでは，具体的に変数に値が与えられたら，その値をもとに関数の値が“計算
できる”ような関数を考えていく．ここで“計算できる”というのは，あいまいな
概念であり，すぐに明確に定義できるものではないが，我々の日常の言葉としての
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“計算”ととりあえず考える．例えば，足し算 f(x, y) = x + yは自然数mと nが与
えられたら，値m + nは“計算できる”ものとする．
数列 {an}を次の漸化式で定義する．{

a1 = 1 · · · (1)

an+1 = an + n · · · (2)

これらの式により数列が定義できているという意味は，“どんな番号N を与えて
もN 番目の数 aN の値が必ず求めることができる”ので数列が決定できているとい
うものであった．
例えば，N = 5とすると，(2)式よりa5 = a4+1 = a4+4であり，再び (2)式を使うと

a5 = (a3+3)+4となる．このように (2)式の適用を続けるとa5 = (((a1+1)+2)+3)+4

となり (1)式から a1 = 1であるので a5 = (((1 + 1) + 2) + 3) + 4となり，足し算を
計算すると，a5 = 11と値を求めることができる．
数列の漸化式による定義を関数にも適用することを考えよう．例えば，g(x)とい
う関数を {

g(1) = 1

g(x + 1) = g(x) + x

と定義することを考えよう．最初の数列 anの定義と全く同じであるのでどんな自
然数 nを与えても g(n)の値を計算できることがわかる．
定義中の足し算を f(m,n)を用いて表すと，{

g(1) = 1

g(x + 1) = f(g(x), x)

と表される．ここで f として足し算以外の関数をとって，g(3)の値を考えてみ
よう．

g(3) = g(2 + 1) = f(g(2), 2) であるが，g(2) = g(1 + 1) = f(g(1), 1)で g(1) = 1で
あるから g(2) = f(1, 1)となり，g(3) = f(f(1, 1), 2)となる．従って，f の値を計算
することができるのなら，g(3)の値も計算できることになる．
このような関数の定義を，関数の再帰的あるいは帰納的定義と呼ぶ．上に述べた
ことを，この言葉を用いて言い換えると，“値の計算できる関数”を用いて再帰的に
定義できる関数も“値の計算できる関数”になるということである．
ここまで足し算 f(m,n) = m + nは“値の計算できる関数”として仮定してきた
が，この足し算をもっと簡単な関数から定義してみよう．
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まず，最初に自然数の定義（ペアノの公理）を確認する．自然数の公理は，定数
記号 0, １変数関数記号 ′を用いて書かれる．（変数記号はもちろん使用する．）

1. 0は自然数である．

2. xが自然数ならば，x′は自然数である．

3. x, yが自然数で x′ = y′ならば x = yである．

4. xが自然数ならば，x′ ̸= 0である．

5. （数学的帰納法の原理）自然数 xに関する命題 P (x)が次の２つの性質

(a) P (0)

(b) P (x)ならば P (x′)

が成り立つならば，任意の自然数 xに対し，P (x)が成り立つ．

最初の２つの条件から，自然数とわかるものは 0, 0′, 0′′, 0′′′, · · · と表されるものであ
る．xに対し，x′ を xの次の自然数とよぶことにする．さらに 0の肩に「′」が k個
ついたものを「k」と略記する．これにより従来通り，自然数を 0, 1, 2, 3, · · · と表す
ことができる．

succ(x) = x′とすると，succ(x)は与えられた自然数の次の自然数を値に持つ関数
である．我々は自然数を知っている（少なくとも定義は知っている）という立場で
考えるので，これは明らかに“値の計算できる関数”である．この succ(x)を用い
て，次のように足し算を再帰的に定義することができる．f が足し算であることは
数学的帰納法で確かめることができる．ここではm + 1ではなく，m′を用いている
ことに注意する． {

f(0, n) = n

f(m′, n) = succ(f(m,n))

従って，足し算も“値の計算できる関数”として考えることができるのである．で
は，かけ算はどうであろうか．かけ算 g(x, y) = xyは次のように足し算を用いて再
帰的に定義できるので，やはり“値の計算できる関数”と考えることができる．{

g(0, n) = 0

g(m′, n) = f(g(m,n), n)(= g(m,n) + n)
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次に h(x, y) = (x + y)2という関数を考えてみよう．この関数の値がどのように計
算されるのか具体的に見てみよう．例えば，h(2, 3)の値は

h(2, 3) = (2 + 3)2 = 52 = 5 × 5 = 25 となる．値の求め方は，まず最初に足し算
2 + 3を計算して（足し算は“値の計算できる関数”），2 + 3 = 5を求め，次にかけ
算（かけ算も“値の計算できる関数”）5 × 5を計算して 5 × 5 = 25 が得られる．

h(x, y)を足し算f(x, y)とかけ算g(x, y)を用いて表すとh(x, y) = g(f(x, y), f(x, y))，
すなわち f(x, y)と g(x, y)の合成関数として定義されるのである．もう一度，gと
f を用いて計算の仕組みを考えると，h(2, 3) = g(f(2, 3), f(2, 3))で f が“値の計算
できる関数”であるから値を計算すると f(2, 3) = 5になるので，この値を代入する
と h(2, 3) = g(5, 5)となり，gも“値の計算できる関数”であるから値を計算すると
g(5, 5) = 25となる．
このことから何がわかるかというと，“値の計算できる関数”を合成してできる関
数も“値の計算できる関数”と考えることができるということである．

3.2 原始帰納的関数
以上の考察をもとにして，原始帰納的関数と呼ばれる関数のグループを定義する．
まず，最初に次のような３種類の関数を考える．

1. succ(x) = x′

2. zero(x) = 0

3. un
i (x1, · · · , xn) = xi

これらを初期関数 (initial functions)とよぶ．初期関数はどれも“値の計算できる関
数”と考えることのできる関数であることに注意しよう．２つ目の関数は，どんな
変数の値に対しても，常に 0を関数の値としてとるのであるから，いつでも値は計
算（何もせずに！）できる．最後の関数は，与えられた変数の値の中から指定され
た変数の値を関数の値としてとるのであるから，やはりこれも値を計算することが
できる．

定理 3.1 初期関数はすべてBYOBで計算可能である．

それぞれ関数ブロックを次のように定義すればよい．
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次の２種類の操作を考える．

1. （合成の操作）

h1(x1, · · · , xn), h2(x1, · · · , xn), · · · , hm(x1, · · · , xn), g(y1, · · · , ym)が与えられた
とき，これから f を次のように定義する．この操作を合成とよぶ．

f(x1, · · · , xn) = g(h1(x1, · · · , xn), h2(x1, · · · , xn), · · · , hm(x1, · · · , xn))

2. （原始帰納）
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g(x1, · · · , xn)と h(y, z, x1, · · · , xn)が与えられたとき，これから f を次のよう
に定義する．この操作を原始帰納とよぶ．{

f(0, x1, · · · , xn) = g(x1, · · · , xn)

f(k′, x1, · · · , xn) = h(f(k, x1, · · · , xn), k, x1, · · · , xn)

初期関数から合成と原始帰納の操作を有限回繰り返して得られる関数を原始帰納
的関数 (primitive recursive function)とよぶ．初期関数は全域関数であるから原始帰
納的関数も全域関数である．与えられた関数が原始帰納的であることを示すために
は，それが初期関数からどのように作られるか示すことが求められる．原始帰納的
関数は“値の計算できる関数”である初期関数から合成や原始帰納の操作を用いて
定義される関数であるから，“値の計算できる関数”と考えることができる．

定義 3.2 関数列φ0, · · · , φn が次の条件をみたすとき，この列をφの原始帰納的記述
（primitive recursive description,prd) とよぶ．

1 φ0は初期関数である．

2 φi (1 ≤ i ≤ n) は初期関数であるか，或いはφj1 , · · · , φjm (jk ≤ i − 1, k =

1, 2, · · · ,m)から合成または帰納法によって定義される．

3 φn = φ

φが原始帰納的関数であるとは，φの prd が存在することである．

例 1 plus(a, b) = a + b は prf である．

φ0(x) = succ(x), φ1(x) = u1
1(x), φ2(x, y, z) = u3

1(x, y, z), φ3(x, y, z) = φ0(φ2(x, y, z)){
φ4(0, x) = φ1(x)

φ4(k
′, x) = φ3(φ4(k, x), k, x)

とすると，φ0.φ1, φ2, φ3, φ4は plusの prdである．φ4(k, x) = plus(k, x)である
ことは，kに関する数学的帰納法により示すことができる．

k = 0のとき，φ4(0, x) = φ1(x) = u1
1(x) = x = 0 + x = plus(0, x)であるから

成り立つ．

k = iのとき成り立つとすると，k = i′のとき，

φ4(i
′, x) = φ3(φ4(i, x), i, x) = φ0(φ2(φ4(i, x), i, x)) = φ0(u

3
1(φ4(i, x), i, x)) =

φ0(φ4(i, x)) = φ0(i + x) = (i + x)′ = i′ + x = plus(i′, x) となり成り立つ．
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注意：例 1の中で φ3(x, y, z) = φ0(φ2(x, y, z))としているが，φ0 = succ, φ2 = u3
1であ

るから，φ3(x, y, z) = φ0(x) = x′である．なぜ，わざわざこのような関数を用意す
るかというと，それは原始帰納を適用する時に，φ3は 3変数関数でなければならな
いので，1変数関数である φ0(x)を 3変数関数と考える必要があるため射影関数 u3

1

を用いて 3変数関数にしているのである．このような変形はこれから何度も出てく
るので注意して欲しい．例えば，2変数関数 g(y, u)を 4変数関数 f(x, y, z, u)と考え
るには，u4

2, u
4
4を用いて，f(x, y, z, u) = g(u4(x, y, z, u), u4

4(x, y, z, u))とすればよい．
例 1を見てもわかるように，φの prdは，原始帰納的関数 φの関数値を計算する
アルゴリズムの記述と考えることができる．plus(a, b) = a + bが原始帰納的である
ことは本質的には，plusが{

plus(0, x) = x

plus(k′, x) = succ(plus(x, z))

({
0 + x = x

k′ + x = (k + x)′

)

をみたすことであり，このような表現から prdを作ることが可能である．
k′ + x = (k + x)′ に k = 0を代入すると，0′ + x = (0 + x)′ = x′ であるから，

x′ = x + 1が成り立つ．今後は，a′は a + 1で表現することにする．

例 2 mult(a, b) = ab は prf である．{
mult(0, x) = zero(x)

mult(k + 1, x) = h(mult(k, x), k, x)

({
0 × x = 0

(k + 1) × x = (k × x) + x

)

ここで h(x1, x2, x3) = plus(u3
1(x1, x2, x3), u

3
3(x1, x2, x3))である．

定理 3.3 自然数 nと関数 h(y, z)が与えられたとき，これから f を次のように帰納
的に定義する． {

f(0) = n

f(k + 1) = h(f(k), k)

h(y, z)が prfならば，f(x)も prfである．

∵)この帰納的定義が原始帰納の一種であることを示せば良い．まず，g1(x) = succn(zero(x)),

g2(x, y, z) = h(u3
1(x, y, z), u3

2(x, y, z))とする．g1, g2ともに prfである．次に 2変数関
数 g(x, y)を原始帰納を用いて次のように定義する．{

g(0, y) = g1(y)

g(k + 1, y) = g2(g(k, y), k, y)
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gは prfである．さらに，g1(y) = succn(zero(y)) = n, g2(g(k, y), k, y) = h(g(k, y), k)

であるから，数学的帰納法により，yの値に関わらず，f(x) = g(x, y)であることが
わかる．よって，f も prfである．

例 3

pd(a) =

{
0 if a = 0

a − 1 if a > 0

は prf である． {
pd(0) = 0

pd(a + 1) = a

pd(a)は以下の関数ブロックによりBYOBで計算可能である7．

定理 3.4 　

1 h1(x1, · · · , xn), h2(x1, · · · , xn), · · · , hm(x1, · · · , xn), g(y1, · · · , ym)がprfのとき，
合成

f(x1, · · · , xn) = g(h1(x1, · · · , xn), h2(x1, · · · , xn), · · · , hm(x1, · · · , xn))

により定義される f(x1, · · · , xn)も prfである．

7引き算は使えないこととスクリプト変数は宣言と同時に初期値として 0が与えられることに注意
する．
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2 g(x1, · · · , xn)と h(y, z, x1, · · · , xn)が prfのとき，原始帰納{
f(0, x1, · · · , xn) = g(x1, · · · , xn)

f(k + 1, x1, · · · , xn) = h(f(k, x1, · · · , xn), k, x1, · · · , xn)

により定義される f(k, x1, · · · , xn)も prfである．

上記の定理より，すでに prfとわかっている関数から，合成や原始帰納で定義さ
れる関数は prfであるから，今後は特に prdを示さずに上記の定理を用いて，prfで
あることを示す．また，prfはすべてBYOBで計算可能であることが，初期関数が
BYOBで計算可能であることと次の定理よりわかる．

定理 3.5 　

1 h1(x1, · · · , xn), h2(x1, · · · , xn), · · · , hm(x1, · · · , xn), g(y1, · · · , ym) が BYOB で
計算可能のとき，合成

f(x1, · · · , xn) = g(h1(x1, · · · , xn), h2(x1, · · · , xn), · · · , hm(x1, · · · , xn))

により定義される f(x1, · · · , xn)もBYOBで計算可能である．

2 g(x1, · · · , xn)と h(y, z, x1, · · · , xn)がBYOBで計算可能のとき，原始帰納{
f(0, x1, · · · , xn) = g(x1, · · · , xn)

f(k + 1, x1, · · · , xn) = h(f(k, x1, · · · , xn), k, x1, · · · , xn)

により定義される f(k, x1, · · · , xn)もBYOBで計算可能である．
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例 4 power(a, b) = ba は prf である．

{
power(0, b) = succ(zero(b))

power(a + 1, b) = mult(power(a, b), b)

power(a, b)はBYOBで計算可能である．

例 5 a! は prf である．

{
0! = 1

(a + 1)! = mult(a!, succ(a))

例 6

a·− b =

{
a − b if a ≥ b

0 if a < b
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は prf である． {
a·− 0 = a

a·− (b + 1) = pd(a·− b)

例 7 max(a, b), min(a, b)は prf である．min(a, b) = b·− (b·− a) max(a, b) = (a +

b)·− min(a, b)

例 8

sg(a) =

{
1 if a > 0

0 if a = 0

sg(a) =

{
1 if a = 0

0 if a > 0

は prf である．

例 9 |a − b|は prf である．|a − b| = (a·− b) + (b·− a)

問題 3.6 例 5から例 9までの関数はBYOBで計算可能であることを示せ．

例 10 φ(x, 0) + φ(x, 1) + · · · + φ(x, z − 1) を
∑
y<z

φ(x, y) と書き，

φ(x, 0)φ(x, 1) · · ·φ(x, z − 1) を
∏
y<z

φ(x, y) と書く．

但し，
∑
y<0

φ(x, y) = 0,
∏
y<0

φ(x, y) = 1とする．

このとき，φが prfならば，ξ(z, x) =
∑
y<z

φ(x, y)，η(z, x) =
∏
y<z

φ(x, y)は共に

prfである． {
ξ(0, x) = 0

ξ(z + 1, x) = ξ(z, x) + φ(x, z){
η(0, x) = 1

η(z + 1, x) = η(z, x)φ(x, z)

自然数上の述語 P (x1, · · · , xn)に対し，関数 ϕ : Nn → {0, 1}で，

ϕ(x1, · · · , xn) = 1 ⇔ P (x1, · · · , xn)
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をみたすϕ(x1, · · · , xn)を述語P (x1, · · · , xn)の表現関数とよぶ．P (x1, · · · , xn)の表
現関数をϕP で表すことにする．述語P (x1, · · · , xn)の表現関数が prfであるとき，P

は原始帰納的述語 (primitive recursive predicate,prp)であるとよばれる．prfは計算
値を計算するアルゴリズムを持つ関数と考えられるから，prpは真偽を決定するア
ルゴリズムを持つ述語である．

例 11 a = bは prpである．ϕ=(a, b) = sg(|a − b|)

∵) sg(|a − b|) = 1 ⇔ |a − b| = 0 ⇔ (a·− b) + (b·− a) = 0

⇔ a·− b = 0かつ b·− a = 0 ⇔ a 5 bかつ b 5 a ⇔ a = b

例 12 a 5 bは prpである．ϕ≤(a, b) = sg(a·− b)

例 13 a < bは prpである．ϕ<(a, b) = sg(b·− a)

定理 3.7 P (x1, · · · , xn)がprpでξ1(y1, · · · , ym), ξ2(y1, · · · , ym), · · · , ξn(y1, · · · , ym)が
prfのとき，

Q(y1, · · · , ym) ≡ P (ξ1(y1, · · · , ym), ξ2(y1, · · · , ym), · · · , ξn(y1, · · · , ym))

は prpである．

∵) ϕQ(y1, · · · , ym) = ϕP (ξ1(y1, · · · , ym), ξ2(y1, · · · , ym), · · · , ξn(y1, · · · , ym))

例 3.8 x + y 5 zは prpである．

定理 3.9 P,Qが prpのとき，¬P, P ∧ Q,P ∨ Q,P =⇒ Qも prpである．

∵)ϕ¬P = sg(ϕP ), ϕP∧Q = ϕP ϕQ, ϕP∨Q = sg(ϕP + ϕQ), ϕP⇒Q = ϕ(¬P )∨Q)

定理 3.10 P (x1, · · · , xn, y)がprpのとき，(∀y)y<zP (x1, · · · , xn, y), (∀y)y5zP (x1, · · · , xn, y),

(∃y)y<zP (x1, · · · , xn, y), (∃y)y5zP (x1, · · · , xn, y)も prpである．

∵) ϕ(∀y)y<zP (x1,··· ,xn,y) =
∏
y<z

ϕP (x, y), ϕ(∃y)y<zP (x1,··· ,xn,y) = sg(
∑
y<z

ϕP (x, y)),

ϕ(∀y)y5zP (x1,··· ,xn,y) = ϕ(∀y)y<z+1P (x1,··· ,xn,y), ϕ(∃y)y5zP (x1,··· ,xn,y) = ϕ(∃y)y<z+1P (x1,··· ,xn,y)

例 3.11 a|b（aは bを割り切る）は prpである．（a|b ⇔ (∃x)x5b(ax = b)）

問題 3.12 Pr(a)（aは素数である）は prpであることを示せ．
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有界 µ-作用素 (bounded µ-operator)

µyy<zP (x1, · · · , xn, y) =

{
min{y|P (x1, · · · , xn, y)} if(∃y)y<zP (x1, · · · , xn, y)

z otherwise

定理 3.13 P (x1, · · · , xn, y)が prpのとき，µyy<zP (x1, · · · , xn, y)は prfである．

例 3.14 Pi（(i + 1)番目の素数をとる関数）は prfである．

問題 3.15 f(x1, x2, z) = µyy<z(x1|z ∧ x2|z)とする．f(4, 6, 25), f(4, 6, 10)の値を求
めよ．

3.3 アッカーマン関数
“値の計算できる関数”はすべて原始帰納的関数と考えることはできるのであろ
うか．答えは否である．
次のように定義される２変数の関数A(i, x)を考えよう．（A(i, x)はアッカーマン
関数と呼ばれる．）

A(0, x) = x + 1{
A(i + 1, 0) = A(i, 1)

A(i + 1, x + 1) = A(i, A(i + 1, x))

例えばA(1, 2)を計算してみよう．
A(1, 2) = A(0+1, 1+1) = A(0, A(0+1, 1)) = A(0, A(0+1, 0+1)) = A(0, A(0, A(0+

1, 0))) = A(0, A(0, A(0, 1))) = A(0, A(0, 1 + 1)) = A(0, 2 + 1) = 3 + 1 = 4

となる．

問題 3.16 A(2, 3)を計算せよ．ただし，途中でA(1, 2) = 4は用いて良いが，それ以
外は定義に従って計算せよ．

他の場合も上の定義式に従って計算することができるから，このアッカーマン関
数A(i, x)も“値の計算できる関数”と考えることができるが，この A(i, x)は原始
帰納的関数ではないことが証明できる [6]．

問題 3.17 アッカーマン関数を計算するBYOB関数ブロックを作成せよ．
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以上のことから“値の計算できる関数”というのは原始帰納的関数よりももっと大
きい関数のグループであることになる．A(i, x)は２重帰納法と呼ばれる原始帰納の
拡張したもので定義されているので，原始帰納的関数を定義するときに原始帰納の
かわりに２重帰納法を使うことにするとどうなるであろうか．それを例えば，２重
帰納的関数とよぶことにする．すると，やはり３重帰納法で定義された関数で２重
帰納的関数にはならないものが存在する．従って，原始帰納の部分を拡張していっ
ても，“値の計算できる関数”というものをとらえることはできないことがわかる．
すなわち，“値の計算できる関数”をとらえるためには合成や原始帰納のほかに別の
関数を生み出す仕組みが必要になる．次にこのことを考えよう．

3.4 帰納的関数
f(x, y)を値の計算できる関数とする．次のようにして１変数の関数 g(x)を定義
する．

g(x) =“f(x, y) = 0をみたす最小の yの値”

この g(x)は，xに対し f(x, y) = 0をみたす yが存在しなければ値が定義できない
ので部分関数になるが，この関数がすべての自然数に対して定義されている場合は
“値の計算できる関数”であることを調べてみよう．例えば g(3)の値は次のように
計算できる．
まず，f(x, y)のxに3を代入し，yに0から順番に値を代入してf(3, 0), f(3, 1), f(3, 2) · · ·
を計算していく．f(x, y)は“値の計算できる関数”であるから，これは実行できる．
このとき，もし f(3, n) = 0となるnが存在するならば，f(3, 0), f(3, 1), f(3, 2) · · · を
計算していくとかならずどこかで値が 0になるので，一番最初に値が 0となる yが
g(x)の値になって計算が終了する．従って，上のように定義された関数 g(x)も“値
の計算できる関数”とみなすことができる．
原始帰納的関数を定義する初期関数と操作（合成，帰納法）にさらに以下の関数
の定義の方法をつけ加える．

n + 1変数の関数ψ(x1, · · · , xn, y)が

∀x1∀x2 · · · ∀xn∃y[ψ(x1, · · · , xn, y) = 1]

をみたすとき，このような ψから次のように新しい関数 φを作る．

φ(x1, · · · , xn) = µy[ψ(x1, · · · , xn, y) = 1]
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仮定より，φ(x1, · · · , xn)は全域的である．

原始帰納的記述の定義と同様に，この方法も許して作られる関数列を帰納的記述
と呼ぶ．すなわち，関数列 φ0, · · · , φn が次の条件をみたすとき，この列を φの帰納
的記述（ recursive description) と呼ぶ．

1. φ0は初期関数である．

2. φi (1 ≤ i ≤ n) は初期関数であるか，或いはφj1 , · · · , φjm (jk ≤ i − 1, k =

1, 2, · · · ,m)から合成，帰納法または µ-作用素を用いて定義される．（但し，
µ-作用素を用いて定義するときは，適用の条件が満たされているとする．）

3. φn = φ

そして φの帰納的記述が存在するとき φを帰納的関数と呼ぶ．
上の操作は，合成や帰納法を適用することに比べると，かなり超越的な感じがあ
る．条件

∀x1∀x2 · · · ∀xn∃y[ψ(x1, · · · , xn, y) = 1]

をみたすか否かを一般に判定するアルゴリズムが存在するとは限らないからである．
しかし，何らかの方法でこの条件が成立することがわかっていて，ψが帰納的なら
ば，yの値を 0, 1, · · ·と動かして最初にψの値が 1になるときの yの値を求めればよ
いから，確かに関数値を計算することができる操作になっている．

原始帰納的ではなかったアッカーマン関数も帰納的関数であることが証明できる．

命題 3.18 A(i, x)は帰納的である．
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“値の計算できる関数”と考えられる関数で帰納的関数でない例は見つかってい
ない．クリーニは“値を計算するアルゴリズムをもつ関数とは，帰納的関数のこと
である”と考えた．チューリングは“値を計算するアルゴリズムをもつ関数とは，
チューリング機械で計算可能な関数のことである”と考えたが，実は両者は同値で
あることがわかった．

定理　チューリング機械で計算可能な関数は帰納的関数であり，帰納的関数はチュー
リング機械で計算可能である．

同様に

定理　帰納的関数は BYOBで計算可能な関数であり，BYOBで計算可能な関数は
帰納的関数である．

チューリング機械で計算可能な関数や帰納的関数の他にいろいろな関数のグルー
プが“値を計算するアルゴリズムをもつ関数”の候補としてあげられたが，それら
はすべて同値であった．そこでチャーチは次のように仮説を提唱し，それは今では
チャーチ－チューリングの提唱とよばれ数学や計算機科学の分野で受け入れられて
いる．

チャーチ－チューリングの提唱
値を計算するアルゴリズムをもつ関数とは，帰納的関数のことである
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