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[2]で，Axiom A をみたすposetが σ-shortにはならないための十分条件を報告
した．[2]で与えた条件は次の (C0),(C1),(C2),(C3),(C4)である．

(C0) : 5nは推移的である．
(C1) : ∀p, q ∈ P [∃v ∈ P [p ≥n v & q ≥n v] ⇒ ∃u ∈ P [u ≥n p & u ≥n q]]

(C2) : |P/ ∼n | ≤ ω. （ここでp ∼n q ⇔ ∃u ∈ P [u ≥n p & u ≥n q]）
(C3) : ∀p, q ∈ P [p ∼n q & p ≥ q ⇒ p ≥n q]

(C4) : Pの任意のpairwise incomparable subset Xに対し，
∀p ∈ P∀n ∈ ω∃q ≤n p∀r ∈ X[r � q]

Prikry-Silver forcing, Sacks forcing, Laver forcing, Mathias forcing等多くの
Axiom A posetがこれらの条件をみたしている．条件 (C4)は各Axiom A posetに
おいて amalgamationを用いて証明することができ，その証明はAxiom A poset

の条件 (A4)をみたすことの証明にも類似している．

定義(Axiom A) poset (P,≤, {≤n}n∈ω)がAxiom A をみたすとは以下の条件を
みたすときをいう．

(A1) : p ≤0 q ⇒ p ≤ q

(A2) : p ≤n+1 q ⇒ p ≤n q

(A3) : 任意のn ∈ ωに対し pn+1 ≤n pn が成り立つならば，任意のn ∈ ωに対し
q ≤n pnとなる q ∈ Pが存在する．

(A4) : Wを p ∈ Pの分割とする．このとき，任意のn ∈ ωに対し， q ≤n pかつ
高々可算個のWの元と compatibleとなるPの元 qが存在する．

[3]で松本は，それらの証明に共通する条件を取出して，(C4)を証明できる形
に精密化した．しかし，その条件はかなり複雑であり，各 posetがその条件をみ
たすことの証明もそれほど簡単ではなかった．
本報告では，松本 [3]で与えた条件を見直し，(A4)と (C4)の証明を統一的に行
うための条件について考察する．

(C1)は p ∼n qが同値条件になるために必要な条件であったが，これを次のよ
り強い条件で置き換える．

(C1a): ∀p ∈ P∀n ∈ ω∃p∗ ≥n p∀p′ ≥n p[p∗ ≥n p′]

このp∗を stemn(p)で表し，p ∼n q ⇔ stemn(p) = stemn(q)とする．
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定義(frame system) (C0),(C1a),(C2),(C3)及び(A1),(A2),(A3)をみたす poset

(P,≤, {≤n}n∈ω)と f : P × ω −→ ωに対し，{ap,n,k}p∈P,n∈ω,0≤k≤f(p,n) ⊂ P がP の
frame system であるとは，以下の条件をみたすときをいう．

(FS1) : ∀n ∈ ω∀p, q ∈ P [p ∼n q ⇒ f(p, n) = f(q, n)]

(FS2) : ∀n ∈ ω∀p ∈ P
[
{ap,n,k}0≤k≤f(p,n)はpの分割で，

{ap,n+1,j}0≤j≤f(p,n+1)は{ap,n,k}0≤k≤f(p,n)の細分である．
]

(FS3) : ∀n ∈ ω∀p, q ∈ P [p ≥n q ⇒ ∀k ∈ [0, f(p, n)] [ap,n,k ≥0 aq,n,k]]

(FS4) : ∀p, r ∈ P [p ≥ r ⇒ ∃n ∈ ω∃k ∈ [0, f(p, n)] [ap,n,k ≥0 r]]

(FS5) : ∀n ∈ ω∀p, r ∈ P [p ≥ r ⇒

∃q ≤n p [q ≥ r ∧ ∀r′ ∈ P [q ≥ r′ ∧ r ∼0 r′ ∧ r ∼p,n+1 r′ ⇒ r ≥ r′]]

(FS6) : ∀n ∈ ω∀p, r ∈ P [p ≥ r ⇒ ∃r′ ∈ P [r > r′ ∧ r ∼p,n+1 r′]]

(FS7) : ∀n ∈ ω∀p, r ∈ P [ap,n,k ≥0 r ⇒ ap,n,k ∼p,n+1 r]

ここで，
r ∼p,n+1 r′ ⇔ ∀k ∈ [0, f(stemn(p), n+1)]

[
r △| astemn(p),n+1,k ⇔ r′ △| astemn(p),n+1,k

]
である．

定理 frame systemをもつ poset(P,≤, {≤n}n∈ω)はAxiom A をみたし，σ-short

ではない．

条件 (C1a),(C2),(C3)はそれぞれ frame systemの条件として書くことも可能で
ある．また，frame systemをもつAxiom A posetはさらに条件が必要になるが，
[1]で定義されているfiniteness propertyをもつAxiom A posetとみなすことがで
きる．
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